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1. Bevezeteés

A G graf csicshalmazat V (G)-vel, az élhalmazat E(G)-vel jeloljiik.

A graf kovezés egy grafokon jatszhato jaték. Saks és Lagarias javasolta egy Erdés dltal megfogal-
mazott szimelméleti probléma megolddsi médjaként, melyet végiil Chung alkalmazott eldszor 1989-
ben [12].

Egy G graf P kdelosztdsdn egy olyan fiiggvényt értiink, amely a graf minden egyes csticsdhoz egy
nemnegativ egész szdmot rendel. A P(v) értékre tigy gondolunk, hogy a v csdcsra pontosan ennyi
kovet helyeztek. A P k&elosztds méretén az 6sszes k& mennyiségét értjiik és ezt a mennyiséget | P|-vel
jeloljiik.

Egy kovezési lépés levesz két kovet egy csicsrol és feltesz egy kovet egy szomszédos csicsra. A
kovezési 1épést akkor nevezziik megengedettnek, ha olyan csticsrdl vesz le két kovet, amin taldlhat6
legalabb két k6. Kovezési 1é€pések egy sorozata akkor végrehajthato egy P kéelosztason, ha minden
egyes 1épés megengedett azon elosztas alatt, amit a kordbbi kdvezési 1épések végrehajtdsa utdn kaptunk.

Egy v csucs k-elérhetd a P k&elosztés alatt, ha van olyan végrehajthaté kovezési 1€pések sorozata,
amit ha a P k&elosztasra végrehajtunk, akkor végiil a v csticson legalabb k darab ko taldlhaté. Ha k = 1,
akkor a v csticsot egyszertien P alatt elérhetének nevezziik.

A G grafon vett P k&elosztds megoldhatd, ha G minden egyes csticsa elérhet6 P alatt. A G graf egy
kéelosztasat akkor nevezziik optimdlisnak, ha megoldhat6 és a mérete a lehet legkisebb a megoldhat6
k&elosztasok kozott. A G graf optimdlis kovezési szamdn egy optimdlis k6elosztds méretét értjiik és ezt
a mennyiséget ot (G)-vel jeloljiik.

Az optimalis kovezési szdmot el6szor Patcher €s tarsszerz6i emlitik [27] 1995-ben megjelent cik-
kiikben. A kovezés elképzelhetd dgy, mint egy nyersanyagszallitdsi probléma. Tekinthetiink dgy a
kovekre mint tizemanyagcelldkra, amelyeket egy hédlézatban kell szallitani. A kovezési 1épés sordn
megtorténd kdveszteségnek pedig megfelel az iizemanyagcella felhaszndldsa. Optimaélis kdvezés ese-
tén az a kérdés, hogy mi az izemanyagcelldk optimélis elhelyezése a graf csticsain ugy, hogy sziikség
esetén barmely kijelolt csticsra tudunk tizemanyagcelldt széllitani.

J6 par gréafcsalad optimdlis kovezési szdma ismert. Péld4aul pontosan tudjuk az optimalis kovezési
szdmat az utnak és kornek [9,|17,127], a 1étragrafoknak [9], a hernydgrafoknak [[15]] és az m 4gu tel-
jes faknak [[16]]. Ismeriink pér als6 és felsd korlétot is az optimdlis kdvezési szdmra. Az egyik elsd
ilyen korlat szerint 7o (G) < 2diam(G) [26]. Bunde és tarsszerzéi megvizsgaltak, hogy milyen kap-
csolat taldlhaté az optimdlis kdvezési szdm és a graf minimum fokszdma kozott. Megmutattdk, hogy
Topt (G) < 54% [9], ahol 6 a G graf legkisebb fokszdma. Tovdbba konstrukciét adtak végtelen sok olyan

grifra, melyeknek az optimdlis kovezési szdma (2.4 — ¢ 62;115 - o(%))ﬂi1 [9].

Amennyiben megadnak nekiink egy G grafot, rajta egy P k&elosztast és kijelolnek egy v célcstcsat
a G-nek, akkor annak eldontése, hogy a v cstcs elérhetd-e P alatt NP-teljes [24]]. Annak eldontése,
hogy egy G grif esetén mqp (G) < k teljesiil-e szintén NP-teljes [24]].

Belford és Sieben kicsit médositottdk a kovezés definicidjat. Az igy kapott jaitékot murvazasnak ne-
vezziik. Egy szigori murvdzdsi [épés egy-egy kovet vesz le két kiilonb6z6 csucsrol és egy kovet helyez
ezen két csuics kozos szomszédjara. Egy szigord murvazdsi 1épés akkor megengedett, ha mind a két
csucson, ahonnan kdveket vesz le, taldlhat6 k&. Egy murvazasi 1épés lehet kovezési 1€pés vagy szigord
murvazési 1épés. Ha az optimadlis kdvezési szdm definicigjdban mindenhol kicseréljiik a kdvezési 1épést
murvazasi 1épésre, akkor az optimdlis murvdzdsi szdm definicidjat kapjuk. Ezt a mennyiséget popt (G)-
vel jeloljik. Optimdlis murvazassal kapcsolatban sokkal kevesebb cikk jelent meg, mint kovezéssel
kapcsolatban. A szerzének négy cikkrdl van tudomasa [3}6L(8},23]].



Egy viszonylag friss varidcidja a kvezésnek az tgynevezett (kapacitds) korldtozott optimalis ko-
vezés. Egy koelosztast t-korldtozottnak hivunk, ha semelyik csucs sem tartalmaz ¢t-nél tobb kovet. A
G gréf t-korldtozott optimalis kovezési szama a legkisebb t-korlatozott megoldhat6 kdelosztis mérete,
melyet 7} (G)-vel jeloliink.

Ezt a grafparamétert Chellali és tarsszerz6i definidltdk és cikkiikben [[11] bebizonyitottdk, hogy
75 (Py) = [2n/3], ahol P, az n cstcsi utat jeloli. Ezen tdlmenden 75 (G)-re tobb felsd korldtot is
adtak. Shiue bebizonyitotta, hogy ha 7" egy n csiics fa, akkor 75 (7") = [2n/3] [29].

A G és H grif Descartes szorzatdn azt a GO H gréfot értjiik, melnyek a csticshalmaza V (G) x V (H)
és egy (g, h) cstcs pontosan akkor szomszédos a (¢, h') csdcesal, ha vagy g = ¢’ és {h,h'} € E(H),
vagy h =1 és{g,¢'} € F(G). AGOGO- - -G Descartes szorzatot, ahol G pontosan d-szer szerepel,
GP-vel jeloljiik.

2. Optimalis kovezési és murvazasi szam megadott atméro esetén

Az u és v csicsok tdvolsdgin az ket 6sszekotd utak koziil a legkevesebb élet tartalmazé élszamat
értjik. A G graf atmérGjén a benne taldlhatd két legtavolabbi cstics tdvolsagat értjiik és ezt a mennyisé-
get diam(G)-vel jeloljiik.

Ha a G graf egy csticsdra 24@™(G) kivet helyeziink, akkor megoldhatd kéelosztést kapunk. Emiatt
Topt (G) < 2diam(G) | de 4ltalaban az optimalis kGelosztas ennél sokkal kevesebb kévet hasznal. Felvet-
dik a kérdés, hogy tetszblegesen nagy atmérd esetén létezik-e olyan graf, aminek az optimalis kdvezési
szama 2412m(G)9

Ezt a kérdést Muntz és tarsszerzGi vizsgaltdk elészor [26]. Ok azt allitottak, hogy a valasz pozitiv,
ami igaz is. Viszont a bizonyitdsuk helytelen. Ugy prébaltdk ezen dllitast igazolni, hogy adtak egy
iterativ konstrukciét, amely szerintiik 292™(%) optimalis kévezési szamu grafokat ad. Azt allitottdk,
hogy ha G egy d atmérdjti graf, aminek az optimalis kovezési szdma 27, akkor GO K,q 1pegyd+1
atmérGji graf 291 optimaélis kovezési szammal. Az 4llitds els6 felével semmi gond nincs, kénnyii latni,
hogy diam(GUOKya, 1) = d + 1. Azonban az igy kapott GO K4 | graf optimalis kovezési szima nem
feltétlen 27, (G), s6t az esetek tobbségében kevesebb.

Muntzék a K3 teljes grafot valasztottak konstrukcidjuk kezdé grafjaként. K3[1K3[1K5 a harmadik
graf amit a konstrukcié adott. Muntzék allitdsa szerint ezen graf optimélis kdvezési szdménak 8-nak
kellene lennie, azonban mi megadtunk egy Osszesen 6 kovet tartalmazé megoldhaté kbelosztast ezen a
gréfon, ezzel cdfolva Muntzék bizonyitdsat.

Herscovici és tarsszerzdi bebizonyitottak, hogy ﬂopt(KEld) = 2% ham > 2471 [21]. Valéjiban 6k
ennél egy sokkal ltalanosabb eredményt igazoltak, de szimunkra most elegendd ezt a gyengébb format
tekinteni. Az atmérdje ezen grafoknak d, tehat ezen eredmény helyes bizonyitast ad Muntzék allitasara.

Megkérdezhetjiik, hogy mi a helyzet ha murvazast tekintiink kovezés helyett? Sajnos Herscovi-
ciék bizonyitdsa a kdvezés j6 par olyan tulajdonsdgat kihaszndlja, ami murvazas esetén nem teljesiil,
emiatt az 6 eredményiiket nem hasznalhatjuk. Mi megvalaszoljuk ezen kérdést és bebizonyitjuk, hogy
Popt (K54) = 29 ham > 24, Mivel popt(G) < mopt (G), ezért a kovezéses esetre is kapunk egy dj rovid
bizonyitast. Ezen allitas igazolasdhoz el6szor egy alsé korldtot adunk az optimadlis murvazasi szdmra a
k tavolsagld dominal6 szam segitségével.

A G graf csicshalmazanak S részhalmazat k tdvolsdgii domindlo halmaznak nevezzik, ha G bar-
mely v cstcsdhoz taldlhaté S-nek egy olyan s eleme, hogy a v és s tdvolsaga legfeljebb k. A G grafban
taldlhat6 legkisebb méretd & tavolsdgi domindl6 halmaz méretét a G k tdvolsdgi domindloé szamdnak
nevezziik és v (G)-vel jeloljuk.



2.2. Tétel (Gyori, Katona, Papp [3]). Legyen G egy dsszefiiggd grdf és k egy egynél nagyobb egész
szdm. Ekkor: popt(G) > min (v4_1(G),2F) .

Szabadon megvilaszthatjuk k-t. A legjobb alsé korldtot akkor kapjuk, ha v,_; ~ 2*. Legyen
Ym,d a kovetkezd graf: Vélasztunk egy m méretli X dbécét. A ¥, ; graf csicsai az d hosszd X feletti
szavak. Két cstics pontosan akkor szomszédos, ha a nekik megfeleld szavak pontosan egy betiiben
kiilonboznek, azaz a Hamming-tavolsidguk egy. Kozismert, hogy %, 4 ~ K Did - Azért hasznéljuk ezt a
kodoldselméleti megkozelitést, mert igy sokkal konnyebb meghatdrozni K¢ 4tmér6ijét és a k tavolsagu
domin4ld szdmat.

Konnyen lathat6, hogy diam(X,, 4) = d: A csupa a-bdl dll6 sz6 mind a d karakterét meg kell
valtoztatni, hogy a csupa b-bdl 4ll6 szét kapjuk. Egy karakter megvaltoztatdsa a X,, 4 grafban egy
él menti dthaladdsnak felel meg, tehdt a csupa a-bdl 4ll6 szd a csupa b-bdl allé sz6tdl d tavol van.
Legfeljebb d karakter megvaltoztatdsaval pedig barmely d hosszi sz6bdl barmely masik d hosszi szét
elGallithatunk. Emiatt diam(3,, 4) = d.

Azon szavak, melyek kiilon-kiilon csak egyféle betiit tartalmaznak, d — 1 tdvolsdgd domindalé hal-
mazt alkotnak. Hiszen egy tetszéleges szénak a masodik, harmadik, ...d. karakterét az els6 karak-
terére valtoztatva csupa azonos betlit tartalmazé sz6t kapunk. Ilyen szobdl m darab van. Ha csak
m — 1 sz6t valasztunk, akkor konnyen lehet olyan sz6t késziteni ami mindegyiktdl d tdvol van. Emiatt
Yi—1(Xm,a) = m. Ezt felhaszndlva kapjuk a kovetkezdt:

2.6. Tétel (Gyori, Katona, Papp [3]). A KELd grdf optimdlis kovezési és optimdlis murvdzdsi szdma is
24, ham > 2°.

A kovezés tulajdonsdgait kihaszndlva javithatunk a[2.2]tétel alsé becslésén. A legjobb becslés amit
bizonyitottunk, a kovetkezd:

2.9. Tétel (Gyori, Katona, Papp [3]). Minden k > 3 és dsszefiiggd legaldbb két csiicsii G grdf esetén:
Topt(G) = min (2%, -1 (G) + 2572 + 1, 92(G) + 1)

Ezt a tételt felhaszndlva igazoljuk, hogy a K3 K 31K graf optimélis kovezési szaima pontosan 6.

3. Optimalis kovezési szam megadott minimum fokszam esetén

Ebben a fejezetben az optimalis kdvezési szdm és a minimum fokszdm viszonyat tanulméanyozzuk és
megjavitunk Bunde és tarsszerzGi néhany korabbi eredményét [9]]. Jelolje 0 a G graf legkisebb foksza-
mat. Megmutatjuk, hogy végtelen sok olyan kettd atmérdjii graf 1étezik, amiknek az optimalis kovezési

szama tetszdlegesen kozel van az ismert <$Aan1 fels6 korlathoz. Pontosabban:

3.3. Tétel (Czygrinow, Hurlbert, Katona, Papp [1]). Minden ¢ > 0-hoz létezik olyan kettd dtmérdji
(4—e)n
o+1

n csiicsi G grdf, amire Topi (G) >

Felvetddik a kérdés, hogy mi van ha az 4tmér6 sokkal nagyobb kettonél? A fejezet masodik felében
egy olyan grafcsalddot konstrudlunk, amiben minden megadott minimum fokszamhoz van tetszélegesen
nagy atmérdji olyan graf, aminek az optimalis kovezési szama viszonylag nagy. Ezen grafok optimadlis
kovezési szamanak meghatdrozdsdhoz a Bunde és tarsszerzoi dltal kitaldlt 6sszeomldsi moédszert [9]
hasznéljuk.



3.14. Tétel (Czygrinow, Hurlbert, Katona, Papp [1]]). Minden ¢ > 0-hoz és tetszbleges d egészhez,
van olyan G grdf, hogy G dtmérdje legaldbb d és mopi(G) > (% — €)541 ahol n a G csiicsszdmat
Jjeloli..

Legaldbb 3 atmérdjt grafok esetén megjavitjuk az optimalis kovezési szamra vonatkozé kordbbi
felsd becslést.

3.15. Tétel (Czygrinow, Hurlbert, Katona, Papp [1I). Legyen G legaldbb 3 dtmérdjii dsszefiiggd grdy,

aminek a minimum fokszdma 6. Ekkor mop (G) < %.

Ezt a tételt azzal bizonyitjuk be, hogy megmutatjuk, hogy 1étezik olyan megoldhaté kdelosztas ami
nem tartalmaz tdl sok kovet. Ehhez sziikségiink van az aldbbi definiciéra:

3.17. Definicié. A v € V(G) csiics erbsen elérhetd a D kdelosztds alatt, ha v és az dsszes szomszédja
is elérhetéek D alatt.

Megadunk egy algoritmust, ami egy olyan Dy kezdeti kdelosztast készit aminek a mérete legfeljebb
4(6 + 1)/15-sz6r annyi mint az aldla erSsen elérhetd csticsok szdma. Ezutdn megmutatjuk, hogy a Dy
k&elosztas kovek tovabbi hozzdaddsaval megoldhaté kéelosztassd bévithetd tigy, hogy ez az ardny nem
megy 4(d + 1)/15 f6lé. Mivel egy megoldhat6 kGelosztds alatt minden cstics ersen elérhetd, ezért
ebbdl mar kovetkezik a tétel allitasa.

A[3.15]tétel segitségével megmutatjuk az aldbbit:

3.31. Allitas (Czygrinow, Hurlbert, Katona, Papp [1]). Nem létezik olyan sszefiiggd G grdf, amire
Topt (G) = %

Bunde és tarsszerz6i kérdezték, hogy ,.Milyen nagy lehet 7o, (G), ha a minimum fok 6 adott?”.
Ezen kérdésre tudunk vdlaszolni, ha kombindljuk az el6z4 allitds és a[3.3|tétel eredményeit:

3.32. Kovetkezmény (Czygrinow, Hurlbert, Katona, Papp [1]). Bdrmely § minimum fokszdmii ossze-
fiiggd G grdf esetén mopt (G) < % és ez a korldt éles.

4. Lépcso grafok

Az n-szer m-es négyzetracs grafot SG,, ,,-¢€l jeloljiik. Ez a graf izomorf P,[1P,,-mel. A négyzet-
racs grafok optimélis kovezési szamét tobben is vizsgaltdk mar. A P, O P 9] és P,, O P5 [33] grafok
esetén ismerjiik a konkrét értékét az optimalis kovezési szamnak. A szélesebb négyzetracs grafok esetén
a kérdés tovabbra is nyitott. Konstrudltunk egy megoldhaté k&elosztdsat a négyzetracs grafnak [2]. Ez
a kGelosztas lathat6 az[I] dbran. Ez alapjén az alabbi tételt fogalmazhatjuk meg:
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1. dbra. A négyzetracs graf egy megoldhaté kéelosztasa.

4.1. Tétel (Gyori, Katona, Papp [2]). 7opt(SGhnm) < %nm +O0(n+m) =~ 0.2857Tnm + O(n +m)

Ha a készitett P k&elosztdsnak egy olyan atlgjat tekintjiik, amire koveket helyeztiink, akkor ezen
négyzetracs grafot felosztottuk ilyen 7 széles savokra és ezekre helyeztiink megoldhaté kéelosztasokat.

Azt sejtjiik, hogy P egy optimadlis k6elosztdsa a négyzetracs grafnak, viszont ezt sajnos nem tudjuk
bebizonyitani. Adddik a kérdés, hogy legaldbb a 7 széles atlos savokon beliil igy megadott kéelosztas
optimaélis-e? Ha nem, akkor ez cdfolnd azon sejtésiinket, hogy P optimadlis kdelosztas. Ez a kérdés a 6
motivaciéja ennek a fejezetnek.

Az altalunk vizsgélt grafokat lépcsd grdfoknak nevezziik. Ezek Osszefiiggd feszitett részgrafjai a
négyzetracs grafnak. A hét széles 1épcsd grafok megfelelnek a korabban emlitett hét széles atlos sdvok-
nak.

Jelolje SG = P, O P, a végtelen négyzetracs grafot, ahol P, a duplan végtelen it aminek a
csucshalmaza Z, az élhalmaza pedig {{i,7 + 1} : i € Z}.

4.2. Definici6. Tetszbleges k € Z eseténa D} = {{i,j} € V(SG) : i — j = k} halmazt az SG pozitiv
dtldjanak nevezziik. Hasonléan definidljuk az SG negativ atl6jat: D, = {{i,j} € V(SG) : i+ j = k}.

A 1épcsd grafokat szomszédos pozitiv és szomszédos negativ atlok metszete dltal feszitett rész-
grafként definidljuk. Amennyiben a kivélasztott pozitiv és negativ atlok szdma is paratlan, akkor két
kiilonb6z6 nem izomorf gréfot is kaphatunk. Néhdny példa l4thaté a[2] dbrén.

4.3. Definicié. Ha m pdratlan, akkor legyen S{nm az SG azon részgrdfja, amit a <UT:1 D;) N (U;‘lei+ )

csucsok feszitenek és hasonloan legyen S, ., az SG azon részgrdfja, amit a (U;.":lD;) N (U?;&Df )
cstcsok feszitenek.

Ha m pdros, akkor legyen Sy, ,, az SG grdf <UT:1D;) N (U?Zle ) csticsok dltal feszitett rész-
grdfja.
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2. dbra. Néhany S3 ,, és ng graf optimadlis kdelosztasa.

Megjegyezziik, hogy S{mn = Spmon, ha n pdros. Az elsd paraméterre szélességként, a masodikra
pedig hosszisdgként hivatkozunk. Ennek megfelelSen feltessziik, hogy n > m. Az S, , és S,’mn
grafokat pedig m-széles lépcsd grdfoknak hivjuk.

Az 1-sz€les 1€pcsd grafok iires grafok, emiatt az optimalis kovezési szamuk megegyezik a csicssza-
mukkal. A 2-széles 1épcsS grafok valdjaban utak, emiatt 7opt (S2.,) = wopt(Sém) = Topt(Pn) = (%”]

A korabban emlitett 6sszeomldsi médszert [9]] hasznaljuk ismét a most kovetkezd eredmények bi-
zonyitdsa sordn.

4.4. Tétel (Gyori, Katona, Papp, Tompkins [S]). Ha 4k+r > 2, aholk € Z ésr € {0, 1,2, 3}, akkor

71-opt(‘s?nﬁlk-l-r) =3k +r,

) 3k+2 har=3
7Topt(S:a,4l<:+r) - 3k +1r kiilonben

4.9. Tétel (Gyori, Katona, Papp, Tompkins [S]). 7ot (Ss 4+r) = 3k + 7, kivéve amikor n € {1, 2}.
7Topt(54,1) =2, 7"'opt(54,2) =3.

4.10. Tétel (Gy®ri, Katona, Papp, Tompkins [S]). 7opt (S5 564r) = Wopt(Séﬁk i) =4k 4+,
kivéve amikor n € {1,2,3,7}. mopt(S5.3) = Topt (S5 3) = 4 €5 Topt (S5 7) = 7.

4.13. Tétel (Gyori, Katona, Papp, Tompkins [5]). 7opt(S6,n) = n, kivéve amikorn € {1,2,3,4,8,9}.
7Topt(S&S) = 7Topt(SGA) =5, 7Topt(Sﬁ,éE) =9és 71'opt(SG,Q) = 10.

4.16. Tétel (Gyori, Katona, Papp, Tompkins [5]). Legyen S7 ., az St vagy az Sé,n grdf, ekkor

n+1 < mopt(S7,) <n+ 3.

Az alsé korldt éles az S75, S7e, S77, S7s grdfokra és minden olyan S, grdf esetén amikor
n = 3 mod 4.

Sajnos nem tudtuk meghatdrozni a 7o (S?n) pontos értékét. Az 8sszeomldsi médszerrel nem tud-
juk azt bizonyitani, hogy legaldbb n + 2 kdre van sziikség, viszont néhdny S7 ,, grathoz nem taldltunk
n + 1 kovet hasznal6é megoldhaté kéelosztast.



Természetes kérdés, hogy mennyi az optimalis kovezési szdma a 8-széles 1épcsd grafoknak? A
kordbbi eredményeink megadjak Sy, értékét n < 7 esetén. Ezek alapjan gy gondoljuk, hogy a 8
széles eset mashogy viselkedik mint a 7-széles. Szamitdgép és IP solver segitségével megtudtuk, hogy
Topt (S8,8) = 11. Sajnos az n = 9 eset mdr tobb szamitdsi kapacitdst igényelne mint amivel egy PC ren-
delkezik, ezért mopt (S3,9) értékét nem ismerjiik. Sg ,,-re készitettiink olyan megoldhaté kGelosztdsokat,
amik nagyjabol 5n /4 kovet hasznalnak. Ez alapjan azt sejtjiik, hogy mopt (Ssrn) = %n + O(1).

5. Alsé korlat a négyzetracs garf optimalis kovezési szamara

Abhelyett, hogy a sikon tekintjiik a négyzetrdcsot, tekinthetjiik a téruszon is. Jelolje T, ,, az m-szer
n-es toruszracs grafot, ami izomorf C,,,lJC,-nel. A négyzetracs graf ebbol éltorlésekkel megkaphato,
emiatt barmilyen als6 korlat a téruszracs graf optimalis kovezési szdmara egybdl alsé korlatot ad a
négyzetracs grafra is. JOl ismert tény, hogy a toruszracs graf csiicstranzitiv, azaz T, , barmely v1 €s vo
cstcsa esetén 1étezik olyan f : V(G) — V(G) grafautomorfizmus, amelyre f(v1) = vs.

Ebben a fejezetben egy olyan ij médszert mutatunk be aminek segitségével csucstranzitiv grafok
optimaélis kdvezési szdmdra lehet alsé korlatot adni. A mddszer eléggé komplikélt, sok definiciét igé-
nyel. A mddszer felhaszndlja a Yerger és Xue altal tobbletnek nevezett fogalmat [33]], azonban azt
tobbféleképpen is tovdbbfejleszti. A tobblet eredeti definicidja:

5.1. Definicié. Jelilje Reach(P,v) a legnagyobb olyan k egészet, hogy a v csiics k-elérhetd P ko-
elosztds alatt. Egy v csiics tobblete a P kdelosztds alatt a Reach(P,v) — 1 érték, ha v elérhetd P
alatt és 0 kiilonben. Ezt a mennyiséget Exc(P,v)-vel jeloljiik. A P kéelosztds alatti dsszes tobbleten a
TE(P) = >_,cv(c) Exc(P,v) mennyiséget értjiik.

Egy v cstcs k tdvolsdgii nyilt kornyezete azon csucsokat tartalmazza, amelyek tdvolsdga v-t6] pon-
tosan k. Ezen csticsok halmazit N*(v)-vel jeloljiik.

5.2. Definicié. Egy v csiicsra helyezett k& hatdsa a kovetkezd érték: ef (v) = Z?i:a(? (@) (%)Z |N¢(v)].

Ha a graf csdcstranzitiv, akkor ef (v) minden v csiics esetén azonos. Herscovici és tarsszerzdi meg-
mutattdk, hogy ha G egy cstcstranzitiv graf, akkor |V (G)|/ ef(v)-nél nem lehet kisebb az optimalis
kovezési szam [20]]. Ezt az eredményt az aldbbira javitottuk:

5.3. Tétel (Gyori, Katona, Papp [4]). Ha P egy megoldhaté kéelosztds a G grdfon, akkor

Y ef(v)P(v) > [V(G)| + TE(P).
veV(G)

Konnyen lathaté, hogy egy optimadlis elosztds esetén dltalaban nagyon sok cstics 2, 3 vagy még
tobb elérhet6. Emiatt viszonylag sok az dsszes tobblet. A minden csticsra pontosan egy kovet helyezd
kdelosztds megoldhatd, azonban az 6sszes tobblete 0. Emiatt a tobblet fogalman kiviil méas objektu-
mokra is sziikségiink van ha javitani szeretnénk, az als6 becslésiinket. Ezen objektumok definidldsét a
tézisfiizetben mell6zziik, csak a[5.45] tétel kimondédsdhoz nélkiilozhetetlen fogalmakat vezetjiikk most
be.



5.6. Definicio. A P kdéelosztds lefedettségén azon csiicsok halmazdt értjiik akik elérhetdek P alatt. Ezen
halmaz méretét Cov (P)-vel jeloljiik.

5.9. Definici6. Azt mondjuk, hogy az U kdelosztds k6halom, ha U csak egy csiicshoz rendel kdveket.

K&halmokbdl barmely kéelosztds felépithetd, példaul az aldbbi médon: A P kd&elosztds felirhatd
dgy mint »_ p(y)>0 Fus ahol P egy olyan kéhalom ami P(u) kovet tartalmaz az u cstcson. Ekkor
a {P,|P(u) > 0} halmazt a P diszjunkt k6halmokra bontdsdnak nevezziik. A k&halmoknak az az
elényiik, hogy a tobbletiik és a lefedettségiik konnyen szamolhat6.

5.10. Allitas (Gy6ri, Katona, Papp [4]). Legyen U egy kéhalom, ami csakis az u csiicsra helyez kive-

ket. Ekkor:
[log, (U (u))]

Cov(U)= > IN'(u),

=0

TE(U) = UogQ(ZU:(um N (u)| QUé“)J _ 1) .

=0

Most mar kimondhatjuk azt a formulat, aminek segitségével als6 korlatot adhatunk barmely cstcs-
tranzitiv graf optimadlis kdvezési szdmdra:

5.45. Kovetkezmény (Gyori, Katona, Papp [4]). Ha P egy megoldhatd kéelosztdsa a csiicstranzitiv
G grdfnaks, v a G egy csiicsa, A a v fokszdma és {U1,Us, ..., Ui} a P diszjunkt k6halmokra bontdsa,
akkor

Pl A2IV@+ T TEW) — 515 Sy Cov(lh)
- ef(v) )

Konnyen kiszamithato, hogy a Ty, ,, toruszrics graf esetén ef(v) < 9. Miutdn levezetiink par alsé

7~z

korlatot T'E(U;)-re és néhdny felsd korlatot Cov(U;)-re, az el6z8 formuldba helyettesitve kapjuk a

7 oz

kovetkezd tételt:

5.49. Tétel (Gyori, Katona, Papp [4]). A 1), ,, grdf optimdlis kovezési szdma legaldbb %nm, ahol
m,n > 9.

Az SGy, p, négyzetrcs grafot megkaphatjuk 75, ,-bdl éltorléssel, emiatt 7o (SGmn) > Tinon-

5.50. Kovetkezmény (Gyori, Katona, Papp [4]). Az SG,, ,,, négyzetrdcs grdf optimdlis kovezési szd-
ma legaldbb %nm han,m > 5.

Az[5.45] tétel melléktermékekén egy uj bizonyitast kapunk a jol ismert mopt(Fr) = Topt(Crn) =
[2n/3] tételre.



6. Korlatozott optimalis kovezés

Konnyen l4thatd, hogy m5(G) > 77 (G) > 77,1 (G) > Topt(G). Erdekes kérdés, hogy melyek
azok a grafok, amelyeknek a 2-korlatozott optimalis kovezési szima megegyezik az optimalis kovezési
szamaval. Az elsd témdba vago eredményiinkhoz sziikségiink van a lexikografikus grafszorzatra.

6.2. Definicio. G - H jeloli a G és H grdfok lexikografikus szorzatdt, mely jol ismert és a kovetkezdokép-
pen van definidlva: V(G - H) = V(G) x V(H) és a (g1, h1) és (g2, ha) csiicsok akkor és csakis akkor
szomszédosak, ha vagy {g1, 92} € E(G) vagy g1 = g2 és {h1,ha} € E(H).

6.4. Tétel (Papp [7]). Ha G egy dsszefiiggd n csiicsi grdf, m > [%1 ést > 2, akkor

Topt(G) = Topt (G - Km) = 7 (G- Ky -

Ezen tételt felhaszndlva megmutatjuk, hogy a t-korldtozott optimdlis kdvezési szdm kiszdmitdsa
algoritmikusan viszonylag nehéz feladat. Tekintsiik az alabbi két eldontési problémat:

OPN:
Bemenet: egy G graf és egy k egész szam:
Kérdés: teljesiil, hogy mopt (G) < k?

ROPN:
Bemenet: egy G graf és két egész szam: t > 2 és k:
Kérdés: teljesiil, hogy 7} (G) < k?

Milans és Clark bebizonyitottdk, hogy az OPN eldontési probléma NP-teljes [24]]. Az eldbbi tétel
segitségével konnyedén megadhatunk egy OPN<ROPN Karp-redukciét. A ROPN eldontési probléma
NP-ben van, mivel tantnak lényegében jo lesz pontosan ugyan az, ami az OPN esetén. Ennek kovet-
keztében:

6.6. Tétel (Papp [7]). A ROPN eldontési probléma NP-teljes.

Chellali és tarsszerz6i megkérdezték, hogy mitél fiigg az, hogy egy grafnak a 2-korlatozott €s a sima
optimélis kévezési szama megegyezik. Ugy gondoljuk hogy a vélasz bonyolult. Nagyon sok ilyen graf
van, példdul az utak, korok, illetve a[6.4] tétel alapjdn barmely grafbdl készithetiink ilyet lexikografikus
szorzattal. Megvizsgdljuk ezen tulajdonsdgnak és a graf minimum fokszdmdnak a viszonyat. mopt(G) =
75 (G)-re az aldbbi elégséges feltételt adjuk:

6.9. Allitas (Papp [7]). Legyen G egy n csiicsi grdf & minimum fokszdmmal. Ha & (G) > %n —1, akkor
75(G) = Topt (G)-

Azt is megmutatjuk, hogy ha a legkisebb fokszam kevesebb mint n/2 — 2, akkor végtelen sok olyan
graf van aminek ez a két grafparamétere kiilonbozik.
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